
《CSP-J 初赛真题分类解析》

Day04-简单数论与组合数学

主讲人：小武老师
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else处理条件不满足简单数论

辗转相除法、最小公倍数、三大余数定理、同余、质数判定等
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简单数论
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因数和倍数

定义1:：设a,b是整数， b≠0. 如果有一个整数c,它使得 a=bc, 则a叫做b的倍数，

b叫做a的因数。我们有时说，b能整除a 或a能被b整除; 

12 是 3 的倍数，3 是 12 的因数。3能整除12，或12能被3整除

如果b能整除a, 我们可以用 b|a这个符号来表示。如：
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质因数分解

把一个合数分解成若干个质因数的乘积的形式，即求质因数的过程叫做分解质因数。

算术基本定理，又称为正整数的唯一分解定理，即：每个大于1的自然数，要么本身就是质数，

要么可以写为2个或以上的质数的积，而且这些质因子按大小排列之后，写法仅有一种方式。

算术基本定理的内容由两部分构成：

•分解的存在性：

•分解的唯一性，即若不考虑排列的顺序，正整数分解为素数乘积的方式是唯一的
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算术基本定理

例1  求以下合数的标准分解式（质因数分解）

Q1: 有什么规律？能否描述计算的步骤？

Q2: 如果编程来实现呢？
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素数和复合数

引理1:：设a,b是两个整数， b≠0. 则一定有并且只有两个整数q,r, 可使以下表

达式成立：
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素数和复合数

定义2:：一个大于1的正整数，只能被1和它本身整除，不能被其它正整数整除，这

样的正整数叫做素数（也叫做质数）。

eg. 都是质数

定义3:：一个正整数除了能被1和它本身整除以外，还能被另外的正整数整除，这

样的正整数叫做复合数（也叫做合数）。

eg. 都是合数

Q3: 如何判定一个数是质数？

Q4: 如何判定一个数是合数？
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素数和复合数

由素数和复合数的定义，可知, 全体正整数可分为三类:

(1)1这个数

(2)全体素数（质数）

(3)全体复合数（合数）

定义4:：如果一个正整数a由一个因数b, 而b又是素数，则b就叫做a的素因数（质

因数）。例如，12 = 3 × 4，3是素数，而4不是素数，所以3是12的素因数（质因数）。

而4不是12的素因数。

Q5: 合数有多少个？

定义4:：如果一个正整数a由一个因数b, 而b又是素数，则b就叫做a的素因数（质

因数）。例如，12 = 3 × 4，3是素数，而4不是素数，所以3是12的素因数（质因数）。

而4不是12的素因数。
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素数和复合数

引理2:：如果a是一个大于1的整数，而所有≤ a的素数都除不尽a, 则a是素数。

Step 1: 证明（1）：如果a被 > 1 而 ≤ a的整数都除不尽，则a是素数

bool isPrime(int n){
if (n == 0 || n == 1) return false;
for (int i = 2; i <= sqrt(n); i++){

if( n%i == 0){
return false;

}
}

return true; 
}

假设a是合数，则 a=bc, 而a被> 1 而

≤ a的整数都除不尽，则 b> a, c>

a,则bc>a,这与 bc=a 是矛盾的。

开根号法判定质数
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最大公约(因)数

10有因数1，2，5，10

15有因数1，3，5，15
1，5都是10和15的公因数

定义5:：如果n≥2是整数，而a1,a2,···,an和d都是正整数。又设

d|a1, d|a2, ···, d|an

则d叫做a1,a2,···,an的公因数，公因数中的最大的那一个数叫做a1,a2,···,an的最大公因数。

记作：

(a1,a2,···,an) = d

最大公约数(greatest common divisor,简写为gcd)
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最大公约(因)数

例1 求36和24的最大公因数.

素因数2,2,3是这两个数所共有的，它们的乘积

就是这两个数的最大公因数。

例2 求48, 60和72的最大公因数.

求几个数的最大公因数，先把这些数分别分解素因数，然后在各个公有的素因数里，取出公共的部分相乘即可。
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辗转相除法（欧几里得算法）

引理: 假设a和b都是正整数，且 a>b,

a=bq+r, 0<r<b

其中q和r都是正整数，则a和b的最大公因数等于b和r的最大公因数。即

(a,b) = (b,r)

证明：设（a,b）= d, a=dm， b=dn, 由 r=a-bq=(m-qn)d, 所以 d|r.

由d|r,d|b,所以 d|(b,r),即(b,r)≥d. 假设(b,r) = D > d, 则 D|b, 

D|r, 由a=bq+r, 所以D|a.  由D|a, D|b所以，D|(a,b),即(a,b)=d≥D,此

与假设(b,r)=D>d矛盾，所以(b,r)=d.因此，(a,b) = d =(b,r).   

124和20的最大公约数是？20和4的最大公约数？
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辗转相除法（欧几里得算法）

例3 求6731和2809的最大公因数

例4 求5767, 4453最大公因数
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辗转相除法（欧几里得算法）

int gcd(int m, int n){//辗转相除法
if(n == 0) return m;
else return gcd(n, m%n);

}
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最小公倍数

最小公倍数(leatest Common Mutiple, LCM）

定义6: 如果 n≥2是整数，而a1,a2,···,an和m都是正整数，又

a1|m, a2|m,···,an|m

则m叫做a1,a2,···,an的公倍数。如果m是a1,a2,···,an的最小的公倍数，我们就写作：

{a1,a2,···,an} = m

求解方法: 分解质因数法。最小公倍数等于它们所有的质因数的乘积（如果有几个质因数相同，

则比较两数中哪个数有该质因数的个数较多，乘较多的次数。
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最小公倍数

最小公倍数(leatest Common Mutiple, LCM）

求解方法: 分解质因数法。最小公倍数等于它们所有的质因数的乘积（如果有几个质因数相同，

则比较两数中哪个数有该质因数的个数较多，乘较多的次数。

例5 求36和24的最小公倍数

例6 求108，28和42的最小公倍数
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最小公倍数

最小公倍数(leatest Common Mutiple, LCM）

求解方法: 公式法。假设a和b都是正整数，a和b的最大公因数是d,而a和b的最小公倍数是m,

即(a,b)=d,而{a,b} = m, 则：

ab = dm

例5 求36和24的最小公倍数

例6 求108，28和42的最小公倍数
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真题解析

【2019CSP-J选择题】319 和 377的最大公约数是（ ）。

【2019CSP-J选择题】100以内最大的素数是（ ）

【2018普及组选择题】10000 以内，与 10000 互质的正整数有（ ）个。

29

97

互质是公约数只有1的两个整数，叫做互质整数。

10000以内的2的倍数有5000个，5的倍数有2000个，既是2的倍数又是5的倍数，有1000个，所以
有5000+2000-1000=6000个，10000再去掉6000个，就是4000。
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同余

定义1:：如果a和b都是整数而m是一个固定的正整数，则当m|(a-b)(即m能够整除

a-b)时，我们就说a,b对模m同余，记作：

当m不能整数a-b时，则我们就说a,b对模m不同余，记作：
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同余

判断以下式子是否正确（即是否同余）

( √ )

( √ )

9能整除27

8不能整除161
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同余

例1 今天是星期一，再过100天是星期几？ 答案：星期三

例2 如果98和66除以同一个数都余2，求这个数是多少？

x能整除32

32 的约数有： 1、2、4、8、16、32 除数要大于余数 4、8、16、32

答案：4、8、16、32 
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三大余数定理

（1）余数的加法定理

（2）余数的乘法定理

a与b的和除以c的余数，等于a，b分别除以c的余数之和，或这个和除以c的余数。

a与b的乘积除以c的余数，等于a，b分别除以c的余数的积，或者这个积除以c所得的余数。

（3）同余定理

若两个整数a、b被自然数m除有相同的余数，那么称a、b对于模m同余
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else处理条件不满足排列组合

加法原理、乘法原理、排列、组合
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else处理条件不满足加法原理
计数原理是数学中的重要研究对象之一，分类加法计数原理、分

步乘法计数原理是解决计数问题的最基本、最重要的方法，也称

为基本计数原理，它们为解决很多实际问题提供了思想和工具。
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加法原理

完成一个工程可以有n类办法， 代表第 i 类方法的数目。那么完成这件事共有

种不同的方法。

比如说：从武汉到上海有乘火车、飞机、轮船3种交通方式可供选择，而火车、飞机、轮船分
别有k1，k2，k3个班次，那么从武汉到上海共有 k1+k2+k3种方式可以到达。
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加法原理

例1 从甲地到乙地，能够乘火车，也能够乘汽车，还能够乘轮船。一天中火车有4班，汽车有3
班，轮船有2班。问：一天中乘坐这些交通工具从甲地到乙地，共有多少种不同走法？

例2 旗杆上最多能够挂两面信号旗，现有红色、蓝色和黄色的信号旗各一面，假如用挂信号旗
表示信号，最多能表示出多少种不同的信号？

分析与解：依照挂信号旗的面数能够将信号分为两类。第一类是只挂一面信号旗，有红、黄、
蓝3种；第二类是挂两面信号旗，有红黄、红蓝、黄蓝、黄红、蓝红、蓝黄6种。因此一共能
够表示出不同的信号

3＋6=9（种）

分析与解：一天中乘坐火车有4种走法，乘坐汽车有3种走法，乘坐轮船有2种走法，因此一天
中从甲地到乙地共有：4＋3＋2=9（种）不同走法。
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乘法原理

完成一件事情需要分 n 个步骤， 代表第 $i$个步骤的不同方法数目。那么完

成这件事共有 种不同的方法。

A B C

假如A点到B点有3条路，B点到C点有5条路，请问A点到C点有几条路？

还能举出其它例子吗？
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乘法原理

1 0 1 1 1 0 1 0

如果每个小方格里只能放1和0，那么8个小方格总共可以有多少种
表示方法？

班级有20名同学，每个小格子只有1和0，如果每个同学给一个唯一的编号，请问
至少需要多少个小格子？
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else处理条件不满足排列组合
排列组合是组合学最基本的概念。所谓排列，就是指从给定个数

的元素中取出指定个数的元素进行排序。组合则是指从给定个数

的元素中仅仅取出指定个数的元素，不考虑排序。

声明：本课件及视频版权归小武老师所有，禁止任何组织及个人分发、抄袭、售卖等，违者将追究其法律责任！

可
达

信
奥
—小

武
老

师
—k
ed
a.
ac

可
达

信
奥
—小

武
老

师
—k
ed
a.
ac



排列

4个同学站成一排，有多少种不同的排法？

4 3 2 1

Permutation  排列
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排列

说明：n!表示n的阶乘

从n个不同元素中，任取 m（m ≤ n,m 与 n 均为自然数）个元素按照一定的顺序排成一列，叫

做从 n个不同元素中取出m 个元素的一个排列；从n 个不同元素中取出m(m≤n) 个元素的所有排

列的个数，叫做从n个不同元素中取出m个元素的排列数，用符号 𝐴n
𝑚 表示。排列的计算公式如下：

声明：本课件及视频版权归小武老师所有，禁止任何组织及个人分发、抄袭、售卖等，违者将追究其法律责任！

可
达

信
奥
—小

武
老

师
—k
ed
a.
ac

可
达

信
奥
—小

武
老

师
—k
ed
a.
ac



排列
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排列

全排列： n个人全部来排队 。第一个位置可以选n个，第二位置可以选n-1 个，以此类推得：

全排列是排列数的一个特殊情况
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排列

例1 从5本书中选3本书，送给3个人，问有多少种分法？

方法一： 5 4 3

方法二：

方法三：
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排列

例2   有5个人排成一队照相，其中甲乙两人必须相邻，请问有多少种排法？

方法一：

方法二：
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组合

4个同学两两一组，有多少种不同的组合？ Combination  组合
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组合

从n 个不同元素中，任取 m(m ≤ n) 个元素组成一个集合，叫做从n 个不同元素中取出 m个元

素的一个组合；从n 个不同元素中取出 m(m ≤ n)个元素的所有组合的个数，叫做从n个不同元

素中取出m个元素的组合数。用符号𝐶𝑛
𝑚来表示。组合数计算公式:

如何理解上述公式？我们考虑 n个人 m(m≤n)个出来，不排队，不在乎顺序则有𝐶𝑛
𝑚种 。如果在

乎排列那么就是A𝑛
𝑚 ，如果不在乎那么就要除掉重复，那么重复了多少？同样选出的来的 m个人，

他们还要“全排”得 𝐴𝑛
𝑚 ，所以得:
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组合

从n 个不同元素中，任取 m(m ≤ n) 个元素组成一个集合，叫做从n 个不同元素中取出 m个元

素的一个组合；从n 个不同元素中取出 m(m ≤ n)个元素的所有组合的个数，叫做从n个不同元

素中取出m个元素的组合数。用符号𝐶𝑛
𝑚来表示。组合数计算公式:
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组合

例3   有6名航天员，选出其中的4名进行神舟十四号载人飞船发射任务，请问有多少种方法？

例4   10人分乘3辆汽车，要求甲车坐5人，乙车坐3人，丙车坐2人，则有多少种不同的乘车方
法？
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组合

例5   有6只不同的灯泡，5个不同的灯座，现在要从中选配成2盏灯，共有多少种不同的选配
方法？

例6   10人分乘3辆汽车，要求甲车坐5人，乙车坐3人，丙车坐2人，则有多少种不同的乘车方
法？
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真题解析

【2017普及组选择题】甲、乙、丙三位同学选修课程，从 4 门课程中，甲选修 2 门，乙、丙

各选修 3 门，则不同的选修方案共有（ ）种。

【2018普及组选择题】设含有 10 个元素的集合的全部子集数为 S，其中由7个元素组成的子集

数为T，则 T / S 的值为（ ）。
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else处理条件不满足真题分类解析
初等数论、排列组合专题
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课后习题与实验

Talk is cheap, show me the code !

声明：本课件及视频版权归小武老师所有，禁止任何组织及个人分发、抄袭、售卖等，违者将追究其法律责任！

可
达

信
奥
—小

武
老

师
—k
ed
a.
ac

可
达

信
奥
—小

武
老

师
—k
ed
a.
ac



下节课见啦！
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